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  مقدمه 
 اگر اهل مســئله های چالشی هســتید، شما را به 
خواندن اين مطلب دعوت می کنیم. در هر شــماره 
با چند مجموعه از مســئله های مرتبط با هم، سعی 
می کنیم علاوه بر به چالش کشیدن ذهن پويای شما 
مطالبــی را هم مرور کنیم يــا مطالب جديدی ياد 
بگیريم. کاغذ و قلم فراموش نشود، چون بدون آن 
لطفی ندارد. قبلش برويد و برای خودتان يک فنجان 
چای يا قهــوه بريزيد و هر چالش را گام به گام پیش 

ببريد. 

  چالش اول 

يک: اگر وارون n عدد طبیعی نخست را با هم جمع کنیم 
H نمايش دهیم، ثابت کنید: 

n
و حاصل را با 

n n

n
H ...= + + + + ≥ +2

1 1 1 1 1
1 2 3 22

راهنمایی: 
, ,...+ > + = + + + > + + + =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 4 4 4 2 5 6 7 8 8 8 8 8 2

)مجموع وارون هاي  ...+ + + +
1 1 11
2 3 4

دو: فرض کنید مقدار
نمايــش داد ه ايم. به کمک  H∞ همة عددهای طبیعی( را با
∞H از هر عدد مثبت مانند M )هر  قسمت قبل نشان دهید

چقدر هم که بزرگ باشد( بزرگ تر است. 

ســه: می توان نتیجــة قســمت دوم را اين طور نوشــت:  
. چــه توجیهــی می توانید برای  ...+ + + + = +∞

1 1 11
2 3 بی نهايت بودن اين مقدار ارائه کنید؟ 4

را عــددی تعريف کنیم که از همة  +∞ چهار: اصلًا بیايید
عددهای حقیقی بزرگ تر است. 

نشان دهید: 
A ...= + + + + = +∞

1 1 1 1
2 4 6 8

 n

n
...

−
+ + + + ≥ +

1 1 1 1 1 1
2 4 6 2 42

دهید: نشان  راهنمايی: 
و نتیجه بگیريد A از هر عدد مثبتی مانند M بزرگ تر است. 

. ...+ + + + = +∞
1 1 11
3 5 7

پنج: به طور مشابه نشان دهید: 
در واقع هدف اين اســت که نشان دهیم مجموع وارون هاي 
همة عددهای طبیعی فرد برابر است با بی نهايت. يعنی اين 
مجموع از هر عدد حقیقی مثبتی مانند M بزرگ تر است. 

+... يک عدد حقیقی مانند a بود،  + + +
1 1 11
2 3 4

شش: اگر
آنگاه نتیجه می شد: 

 
a

... ( ...)+ + + + = + + + + =
1 1 1 1 1 1 1 11
2 4 6 8 2 2 3 4 2

و در نتیجه: 
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... ( ...)

a a
( ...) a

+ + + + = + + + + −

+ + + = − =

1 1 1 1 1 11 1
3 5 7 2 3 4

1 1 1
2 4 6 2 2

 . ... ...+ + + = + + +
1 1 1 1 11
3 5 2 4 6

 در نتیجه بايد داشته باشیم:  

<, و... چه نتیجه ای می گیريد؟  >
1 1 11
3 4 2

 اما  داريم:

  چالش دوم 

يک: می دانیم مجموعة  n عضوی 2n ،x زيرمجموعه دارد. 
 )Aو B( مانند x اگــر بخواهیم يــک زوج زيرمجموعــه از

انتخاب کنیم، چند انتخاب وجود دارد؟
راه حل: برای انتخاب 2n ،A انتخاب و برای انتخاب B نیز  
2n انتخاب وجود دارد. در نتیجه برای انتخاب )B و A( با شرط 

انتخاب وجود دارد.  n n nN = × =2 2 4 ، B X⊂ A و  X⊂

دو: اگر دوســت داشته باشــید زوج زيرمجموعة انتخابی، 
، آنگاه  A B⊆ يعنی )A,B(، دارای اين خاصیت باشــد که 

چند انتخاب وجود دارد؟
راهنمايی: برای هر عضو x از X ، سه حالت وجود دارد: 

x .1 نه در  A باشد و نه درB؛ 
x .2 هم درA باشد و هم در B؛ 
x .3 در B باشد، اما درA نباشد. 

با توجه به سه انتخاب موجود برای هر عضو X، پاسخ مسئله 
چیست؟ 

سه: اگــر قسمت قبل را حل کرديد و به پاسخ 3n رسیديد، 
حــالا به اين چالش جواب بدهید که در چند تا از زوج های 

 . A B≠ A اما: B⊂ قسمت دوم،
راهنمايی: تعداد زوج های )A,B( با شرط A=B چند تاست؟ 

n رسیديد،  nN = −3 2 چهار: اگر در قسمت سوم به پاسخ
حــالا به اين چالش پاســخ دهید که در چنــد زوج مرتب 

(A,B)، نهA  زيرمجموعة B است و نه B زيرمجموعة A ؟ 

 A B X∪ = پنج: در چند زوج مرتب مانند (A,B) با شرط 
برقرار است؟ 

راهنمايــی: اول به اين فکر کنید کــه برای هر عضو x از 

X چند انتخــاب در ارتباط با A و  B وجود دارد. بعد از آن 
مشابه قسمت دوم عمل کنید. 

A برقرار  B∩ = φ شش: در چند زوج مرتب (A,B)، شرط 
است؟ 

راهنمايی 1. همانند قسمت های دوم و پنجم عمل کنید. 
 ،X از B و A راهنمايی2. اگر اشــتراک دو زيرمجموعــة
 )B و A مکمل های( BC و AC ،تهی باشــد، آنگاه اجتمــاع
A می رســیم به  B∩ = φ برابر با X خواهد شــد. يعنی از 
. بــه کمک اين مطلب اســتدلال کنید که  c cA B X∪ =

پاسخ هاي قسمت های پنجم و ششم برابر است. 
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  چالش سوم 

، x
f (x)

−
=

2 1
3

 يک: دانش آموزی برای محاسبة وارون تابع 

اين گونه استدلال کرده است: 

منهایتقسیم بر 3 جذر
x x x x

x
y

×→ → − → − →

−
=

2 12 2 1 2 1
2 1
3

y
( y) ( y) y y

+
← + ← ← ←

2
2 29 1 3 1 3 3

2
تقسیم بر2توان2 به علاوه1 ضرب در3

 .
x

f (x)− +
=

2
1 9 1

2
در نتیجه:

آيا اين استدلال درست است؟ 

 f og دو تابع و ارون پذير باشــند، ثابت کنید g و f  دو: اگــر
)ترکیب f و g( نیز و ارون پذير است. 

راهنمايی: 
بايد از يک به يک بودن f و g ثابت کنید fog نیز يک به يک 

است. 

. ثابت کنید:  x f (y)−= 1 سه: اگر: y=f(x)، آن گاه:
f(f-1(x))=x , f-1(f(x))=x

برای  g(f (x)) x= و  gx D∈ چهار: اگر f(f(x))=x برای هر
، ثابت کنید f يک به يک اســت و وارون آن تابع  fx D∈ هر

g است. 
راهنمايی: 

f (x ) f (x )=1 2 برای اثبات يک به يک بودن  f بايد از اينکه 
. به اين منظــور از تابع g کمک  x x=1 2 نتیجــه بگیريــد:

بگیريد. 

پنــج: اگــر  f و g وارون پذيــر باشــند، ثابــت کنیــد: 
 . (fog) g of− − −=1 1 1

راهنمايی: از قسمت چهار کمک بگیريد. 

شش: آيا می توانید قســمت قبل را به سه تابع وارون پذير 
تعمیــم دهید؟ به چهار تابع وارون پذيــر چطور؟ به  n تابع 
وارون پذيــر چطور؟ ارتباط اين قســمت و قســمت اول را 

بررسی کنید. 

  چالش چهارم 

nI را نســبت  ( , )
n n

= −
1 1 يک: به هر عدد طبیعی n، بازه 

می دهیم. به نظر شما اشــتراک تمام بازه های I3 ،I2 ،I1 و ... 
چه خواهد شد؟ 

شهودتان چه می گويد؟ آيا می توانید حدستان را دقیق ثابت 
کنید؟ 

راه حل: شــهودمان می گويد پاسخ مجموعة تک عضوی {0} 
است. برای اثبات از روش  برهان خلف استفاده می کنیم. فرض 
کنید اشــتراک آن ها شامل عدد غیرصفری مانند a باشد. ابتدا 

.
a
>

1 فرض می کنیم a>0. در نتیجه 0
 در نظر می گیريم. در 

a

1 عدد طبیعــی n1 را بزرگ تر از
. پس:  a

n
>

1

1 n و بنابراين 
a
< 1

1 نتیجه  

a ( , ) a ( , ) ( , ) ( , ) ...
n n

−
∉ − ⇒ ∉ − ∩ − ∩ ∩

1 1

1 1 1 1 1 111
2 2 3 3

 که با فرض اول در تناقض اســت و اشتراک مذکور شامل 

هیچ عدد مثبتی نیست. با همین شیوه نشان دهید اشتراک 
اين بازه ها شامل هیچ عدد منفی هم نیست. 

دو: به هر عدد طبیعی يک بازه نســبت دهید، به طوری که 
باشد. 

 
{ }1

 
اشتراک تمامی آن ها برابر

سه: قســمت قبل را تکرار کنیــد، با اين شرط که اشتراک 
تمامی بازه ها برابر بازة ]1و0[ باشد. 

چهار: آيا می توان ســه بازة باز )به صورت (a,b)( پیدا کرد، 
به طوری که دو به  دو اشــتراک ناتهی داشــته باشــند، اما 

اشتراک هر سه تهی باشد؟ 
احتمالًا شهودتان می گويد پاســخ منفی است. سعی کنید 

اين ادعا را ثابت کنید. 

پنج: يک باستان شــناس دربارة چهــار دورة تاريخی اقوام 
 D و C ،B ،A متفاوت تحقیق می کند. و چهار شیء باستانی
پیدا کرده است، به طوری که  A متعلق به دوره های تاريخی 
 C  ،متعلــق به دوره های تاريخی دوم و ســوم B  ،اول و دوم
متعلــق به دوره های تاريخی ســوم و چهارم و D متعلق به 
دوره های تاريخی چهارم و اول اســت. آيا او می تواند نتیجه 
بگیرد تمامــی اين دوره  های تاريخــی در برهه ای از تاريخ 

معاصر بوده اند؟ 
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مسئله را با بازه های زمانی مدل سازی و ادعای خود را ثابت 
کنید.

  چالش پنجم 

يک: مربعی به ضلع 1 در نظر بگیريد. وســط ضلع هاي آن 
را بــه طور متوالی به هم وصل کنیــد و يکی از مثلث های 
ايجادشده را رنگ کنید. حال همین کار را با مربع کوچک تر 
تکرار کنید. دوباره همین کار را روی مربع سوم تکرار کنید. 
اگر اين کار را بی نهايت بار تکرار کنید، چه کســری از مربع 

اولیه رنگ می شود؟ 

راهنمايی برای راه اول 
مســاحت مثلث های اول، دوم و ســوم چقدر اســت؟ اين 

مساحت ها چه نوع دنباله  ای تشکیل می دهند؟ 
مجموع n جملة اول اين دنباله برحسب n را به دست آوريد. 
اگر n را زياد کنید، اين مجموع به سمت چه عددی می رود؟ 

راهنمايی برای راه دوم
بیايید از همان ابتدا که مثلث اول را رنگ ســبز زديد، سه 
مثلــث ديگر را هم با رنگ های زرد، قرمز و آبی رنگ کنید. 
در مرحلــة دوم هم از چهار رنگ فوق برای چهار مثلث دوم 

استفاده کنید و اين کار را ادامه دهید. 
پی نوشت 

1. مصرعی از شعر سعدی

آيا با اين رنگ آمیزی به نتیجة مطلوب می رسید؟ 

دو: مســئلة قبل را برای شــکل های زير تکرار کنید. البته 
صورت مســئله را هم بايد خودتان زحمت بکشــید و طرح 

کنید!


