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فْزست هغالة

ِ پاراهتزی• رٍش ّای ًیو
تزکیة چٌس تَسیغ •
•K-means

(EM)تیطیٌِ کززى–الگَریتن اهیس ریاضی•
ِ هزاتثی• ِ تٌسی سلسل ذَض

شبکً عصبی
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ُ ّا :«پاراهتزی رٍش ّای»•   استرزاج تصازفی تَسیغ یک اس زاز
ُ اًس p هاًٌس )ضس (x | Ci)).

 پاراهتزّای یافتي تٌْا کِ است ایي رٍش ّا اس زستِ ایي هشیت–
.هی کٌس کفایت هسل

 تایاس ایجاز تاػث هی تَاًس پاراهتزی، رٍش ّای اس استفازُ–
.ضَز

ُ ّای کارتززّا، تزذی زر–  یکساى تَسیغ یک زارای زستِ یک زاز
ِ ّای هاًٌس ًیستٌس، هرتلف تلفظ ّای یا هرتلف زست ًَضت

ِ پاراهتزی  رٍش ّای»•   زستِ، ّز تزای حالت ایي زر :«ًیو
ِ ّا ُ ّا)ذَض  ّز کِ هی ضَز گزفتِ ًظز زر هرتلفی ی(گزٍ

.هی کٌٌس پیزٍی تَسیغ یک اس کسام
 گزفتِ ًظز زر هسلی ّیچ گًَِ :«ًا پاراهتزی رٍش ّای»•

ُ ّا ًوی ضَز، .هی کٌٌس تَصیف را ذَز زاز

يادگيری ماشيه
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Semiparametric Density Estimation
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Mixture Densities
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ِ ّا زارای تَسیغ گاٍسی تاضٌس :زر صَرتی کِ ذَض
p(x|Gi) ~ N ( μi , ∑i ) 

ِ ی آهَسضی  پاراهتزّای ،  X={xt}tتا زر اذتیار زاضتي هجوَػ
:کِ زر عی فزآیٌس آهَسش ترویي سزُ هی ضًَس

Φ = {P ( Gi ), μi , ∑i }
k

i=1 4



«ذَضِ»زر هقایسِ تا  «زستِ»هفَْم 

يادگيری ماشيه
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Classes vs. Clusters 

• Unsupervised: X = { xt }t 

• Clusters Gi i=1,...,k

where p(x|Gi) ~ N ( μi , ∑i ) 

• Φ = {P ( Gi ), μi , ∑i }
k
i=1

Labels rt
i ?
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• Supervised: X = {xt,rt }t 

• Classes Ci i=1,...,K

where p(x|Ci) ~ N(μi ,∑i ) 

• Φ = {P (Ci ), μi , ∑i }
K

i=1
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ُ ّای یافتي ّسف• ُ ّای تیي اس هطاتِ گزٍ  تزچسة ًرَرزُ زاز
.است

reference) «هزجغ تززار» k یافتي– vector) تْتزیي تِ کِ است 
ُ ّا ًحَ .زٌّس ًوایص را زاز

ِ ّا هزجغ، تززارّای ضسى هطرص اس تؼس• ِ ی زر ًوًَ  ذَض
:هی گیزًس قزار هزجغ تززار ًشزیک تزیي

ُ ّای جای تِ هی تَاى تسیي تزیة•  هتٌاظز هزجغ تززار اس زاز
.کزز استفازُ آى

يادگيری ماشيه
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k-Means Clustering

prototypes  /codebook vectors  /codewords

Reference vectors, mj, j =1,...,k

j
t

j
i

t mxmx  min



  سیز صَرت تِ «تاسساسی ذغای» صَرت ایي زر•
:هی ضَز هحاسثِ

يادگيری ماشيه
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k-Means Clustering
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  ذغای تا هی ضًَس هَجة هزجغ، تززارّای تْتزیي•
.ضَز هیٌیون تاسساسی

bi تزچسة ّا تِ mi تز افشٍى راتغِ ایي•
t ّن  

  حل راُ آى تزای ًوی تَاى رٍ ایي اس زارز، تستگی
.یافت تحلیلی

يادگيری ماشيه
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k-Means Clustering
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ُ ّا تغییز ًکٌس،  الگَریتن تِ پایاى رسیسُ است .زر صَرتی کِ ترص تٌسی زاز



1هثال 

يادگيری ماشيه
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k-Means Clustering



2هثال 

يادگيری ماشيه
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اًتراب تصازفی هزاکش

ِ ّا تؼییي ذَض

x

x

ِ ی هزاکش جسیس هحاسث

ِ ّا تؼییي هجسز ذَض

x

x xx ِ ی هزاکش جسیس هحاسث

ِ ّا تؼییي هجسز ذَض

!رسیسى تِ ّوگزایی

K=2
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BIO5488 lecture, 2004

K=3
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BIO5488 lecture, 2004

K=3
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BIO5488 lecture, 2004

K=3
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BIO5488 lecture, 2004

K=3
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BIO5488 lecture, 2004

K=3



k-meansهطکلات 

  ًْایی پاسد ٍ است هحلی جستجَی فزآیٌس، ایي•
ِ ی هقسار تِ ٍاتستِ .است هزجغ تززارّای اٍلی

ُ ّا تِ ًسثت• .ًیست هقاٍم پزت زاز
.ضَز هطرص قثل اس تایس k هقسار•

يادگيری ماشيه
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ِ ی تززارّای هزجغ هقسار اٍلی

ِ ی تصازفی اًتراب• هزجغ تززارّای ّو
ِ ی• ِ ّا ّوِ هیاًگیي هقسار هحاسث   اًتساب ٍ ًوًَ

 هقساری افشٍزى اس پس هزجغ تززارّای تِ آى
تصازفی

ِ ی• ِ ی اٍلیي هحاسث  تِ آى تقسین ٍ اساسی هؤلف
k ّز هیاًگیي هقسار اًتساب ٍ هساٍی قسوت 

هزجغ تززار ّز تِ قسوت

يادگيری ماشيه
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k-meansکارتززّای 

يادگيری ماشيه
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Bishop, PRML

ُ ّای پزت، کطف • ِ تٌسی هطتزیاى، کطف زاز اس کارتززّای زیگز، زست
ِ ّای غیزػازی را هی تَاى ًام تزز .ًوًَ



 تززارّای اس ًوًَِ یک کِ صَرتی زر ضیَُ ایي زر•
  هزجغ تززار یک تاضس، زٍرتز حسآستاًِ یک اس هزجغ

ِ ی تا تزاتز .هی ضَز ایجاز هذکَر ًوًَ
ِ ی کِ صَرتی زر•  هزجغ تززار یک تِ هزتَط ًاحی

  ًاحیِ آى زر تاضٌس، ًوًَِ سیازی تؼساز ضاهل
ِ ی .هی ضَز ایجاز جسیسی ًوًَ

  یک تِ هزتَط ًاحیِ کِ صَرتی زر هطاتِ، عزیق تِ•
  آى تاضس، ًوًَِ کوی تؼساز ضاهل هزجغ، تززار

.هی ضَز حذف ًاحیِ

يادگيری ماشيه
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Leader cluster algorithm



 یک پاراهتزّای MLE اس استفازُ تا ترَاّین کِ صَرتی زر•
:تشًین ترویي را تزکیثی هسل

هسل پاراهتزّای تاضس،  گاٍسی ذَضِ، ّز تَسیغ کِ حالتی زر هثال ػٌَاى تِ•

 رٍش ّای رٍ ایي اس ًسارز، ٍجَز تحلیلی حل راُ  حالت ایي زر•
.هی گیزز قزار استفازُ هَرز ضًَسُ تکزار

 پاراهتزّا تزذی کِ است هٌاسة سهاًی تزای رٍش ایي•
.ّستٌس «پٌْاى»

يادگيری ماشيه
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Expectation-Maximization (EM)
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  کِ زارًس ٍجَز (Z)پٌْاى هتغیزّای هی ضَز فزض•
ِ ی تاضٌس، هطرص چٌاى چِ ِ ساسی هسأل  تِ تْیٌ
.هی ضَز حل سازگی

 است (Φ) پاراهتزّایی یافتي الگَریتن ایي ّسف•
      هطاّسُ قاتل هتغیزّای رذساز احتوال کِ

(L(Φ |X)) کٌس تیطیٌِ را.
  ًیست، اهکاى پذیز پاراهتزّا، یافتي کِ هَارزی زر•

:هی گیزًس قزار استفازُ هَرز ًیش پٌْاى هتغیزّای
Lc(Φ |X,Z)

يادگيری ماشيه
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Expectation-Maximization (EM)

Incomplete likelihood

Complete likelihood



زٍ گام ایي الگَریتن

ُ ّای رٍی اس Z ترویي•   فؼلی پاراهتزّای ٍ آهَسضی زاز
,P(Z|X ٍاقغ زر– Φl) هی کٌین هحاسثِ را.

ُ ّای ٍ پٌْاى هتغیزّای ترویي زاضتي اذتیار زر تا•  زاز
ِ ای تِ پاراهتزّا هقسار آهَسضی   هی ضًَس اًتراب گًَ

.ضَز تیطیٌِ زرست ًوایی تاتغ کِ

  زرست ًوایی تکزار ّز زر ضیَُ ایي تا است ضسُ ثاتت•
.هی یاتس افشایص

يادگيری ماشيه
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E-step
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Dempster, Arthur P, Nan M. Laird, and Donald B. Rubin. 1976. Maximum Likelihood from Incomplete Data via the 

EM Algorithm. Paper presented at the Royal Statistical Society at a meeting organized by the Research Section, 

December 8, 1976.



  «پٌْاى هتغیزّای» تَسیغ ّا، تزکیة هثال زر•
ِ  کسام هی کٌٌس هطرص  تؼلق ذَضِ کسام تِ ًوًَ

.زارز
ِ ی ّز تؼلق کِ صَرتی زر– ِ ی تِ ًوًَ   هتٌاظزش ذَض

  هی تَاى  ،(تاًاظز حالت هاًٌس)تاضس هطرص (تزچسة)
.آٍرز زست تِ را تَسیغ ّز پاراهتزّای راحتی تِ

 تزچسة ّا ایي فؼلی، زاًص اساس تز ،E گام زر•
.هی ضًَس سزُ تقزیة

  کِ اعلاػاتی ضسُ، سزُ ترویي اساس تز ،M گام زر•
.هی کٌین رٍس تِ را زارین، کلاس هَرز زر

يادگيری ماشيه
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ِ ی  زارًس؟ k-meansایي زٍ  گام چِ ضثاّتی تا زٍ هزحل

EM in Gaussian Mixtures



.هتغیز پٌْاى زر ایي هسألِ است ztتززار •

•zt
i ِ ی xtاگز   1 = .ام تؼلق زاضتِ تاضسi-تِ ذَض

.ایي هتغیز زارای تَسیغ تزًَلی تؼوین یافتِ است–
.زر حالت تاًاظز است r tiزر ٍاقغ ضثیِ تِ –

يادگيری ماشيه
24

EM in Gaussian Mixtures (cnt’d…)
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 تِ تَجِ تا را پٌْاى هتغیز هقازیز ًرست، گام زر•
:هی سًین تقزیة فؼلی زاًص

يادگيری ماشيه
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EM in Gaussian Mixtures (cnt’d…)
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 |maxarg:step-M 1 Q
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 ترویي اساس تز هزحلِ ایي زر :M گام زر•
ُ ی رٍس تِ پاراهتزّای پٌْاى، هتغیزّای    هسل ضس

ِ ای تِ :ضَز هاکشیون Q   کِ هی ضًَس اًتراب گًَ

يادگيری ماشيه
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EM in Gaussian Mixtures (cnt’d…)
 ll 
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Soft label



هثال

يادگيری ماشيه
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P(G1|x)=h1=0.5



هثال

يادگيری ماشيه
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تز گزفتِ اس ٍیکی پسیا



:هقسارزّی اٍلیِ•
ُ ّا، تِ کًٌَی پاراهتزّای اساس تز–   تزچسة ّایی زاز

.هی ضَز زازُ ًسثت ( ذَضِ تِ تؼلق احتوال) ًزم

يادگيری ماشيه
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Expectation-Maximization (EM)

ُ ّای تسٍى تزچسة زاز

+ 

+ 

+ 

+ 

+

CS 391L: Raymond J. Mooney

E Step:



 اعلاػات ضسُ، زازُ ًسثت تزچسة ّای تزاساس•
:هی ضَز رٍس تِ تَسیغ ّا

يادگيری ماشيه
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Expectation-Maximization (EM)

CS 391L: Raymond J. Mooney

تِ رٍسرساًی 
اعلاػات 

هسل

M Step:

+ 

+ 

+ 

+ 

+



اعلاػات تزچسة ّا تزاساس هسل تِ زست آهسُ •
:تِ رٍس هی ضًَس

يادگيری ماشيه
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Expectation-Maximization (EM)

CS 391L: Raymond J. Mooney

تِ رٍسرساًی 
اعلاػات 

هسل

تِ رٍسرساًی  
تزچسة ّا

+ 

+ 

+ 

+ 

+

E Step:



يادگيری ماشيه
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Prob. 

Learner

+ 

+ 

+ 

+ 

+

Prob.

Classifier

Expectation-Maximization (EM)

ایي رًٍس تا سهاًی کِ تزچسة ّای تِ زست آهسُ تِ ّوگزایی 
.تزسس ازاهِ ذَاّس یافت

M Step:



جوغ تٌسی

:هی ضَز هقسارزّی اٍلیِ پاراهتزّای•
:کي تکزار ّوگزایی تِ رسیسى سهاًی تا•

تشى تقزیة را                          :E گام–
:M گام–

 هی ضَز، استفازُ K-means اس اٍلیِ، هقسارزّی تزای•
  ٍ ضسُ هحاسثِ هیاًگیي ترویي تکزار، چٌس اس تؼس
  هاتزیس ذَضِ، ّز اػضای ضسى هطرص اس پس

  ٍ ضسُ سزُ ترویي P(Gi) ٍ ضسُ سزُ ترویي کَاریاًس
.هی ضَز آغاس EM الگَریتن

يادگيری ماشيه
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ُ ّا کِ صَرتی زر•  گزفتِ ًظز زر گاٍسی تَسیغ تا زاز
:ضًَس

  کِ حالتی زر ًیش جا ایي زر پاراهتزی رٍش ّای هاًٌس•
ُ ّای   ٍرٍزی اتؼاز یا است کن تؼساز آهَسضی زاز

ُ تزی هسل ّای اس هی تَاى است، سیاز   استفازُ ساز
.ًسّس رخ overfitting هطکل تا کزز

يادگيری ماشيه
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Expectation-Maximization (EM)
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اًتراب هسل

ِ ی تزای کِ صَرتی زر• ِ ّا ّو   کَاریاًس ذَض
ِ ی تا تگیزین،  ًظز زر یکساًی ُ تزی راتغ   هَاجِ ساز
:ضس ذَاّین

  تَزُ ًاّوثستِ ذَضِ، ّز تَسیغ ّای کِ صَرتی زر•
:تاضٌس زاضتِ یکساًی ٍاریاًس ٍ
 کِ تفاٍت ایي تا ، است k-means تِ ضثیِ تسیار•

.ّستٌس یک ٍ صفز تیي جا ایي زر تزچسة ّا کِ

يادگيری ماشيه
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...(ازاهِ)اًتراب هسل 

  هَجة یکساى، کَاریاًس هاتزیس گزفتي ًظز زر•
ِ ّا ٍاقؼی ضکل گزفتي ًازیسُ .هی ضَز ذَض

  تِ تَجِ تا قغزی کَاریاًس هاتزیس گزفتي ًظز زر–
 ساذتار اٍلی عزیق تِ ّوثستگی ّا، گزفتي ًازیسُ
.هی گیزز ًازیسُ را ٍاقؼی

ِ تٌسی اس پیص حل، راُ ػٌَاى تِ•   اس هی تَاى ذَض
.تزز تْزُ (PCA/FA)اتؼاز کاّص رٍش ّای

يادگيری ماشيه
37

   iT
iiiit Gp ψmx  VV,| N



ِ تٌسی تزای استرزاج زاًص ذَض

ِ تٌسی تزای اتؼاز کاّص هاًٌس•   زٍ هی تَاى ًیش ذَض
:گزفت ًظز زر هتفاٍت ّسف

ُ ّا ساذتار تْتز فْن تزای :«زاًص استرزاج»•  هَرز زاز
.هی گیزز قزار استفازُ

ِ ّا تیي ّوثستگی اتؼاز کاّص– .هی یاتس را ذصیص
ِ تٌسی– ِ ّای تیي ضثاّت ذَض .هی کٌس هطرص را زازُ ًوًَ

ِ تٌسی اس پس•  هترصص تَسظ زاًص استرزاج ذَض
ِ تٌسی پاراهتزّای ّوچٌیي است، اًجام قاتل  ذَض
ِ ّا هیاًگیي ًظیز  استفازُ قاتل ّن آى تؼساز ٍ ذَض

.هی تاضس
.کزز اضارCRMُ تِ هی تَاى کارتززّا اس–

يادگيری ماشيه
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ِ تٌسی تِ ػٌَاى پیص پززاسش ذَض

  تؼسی فزآیٌس ّای تزای جسیس فضای اتؼاز، کاّص زر کِ ّواى گًَِ•
ِ تٌسی،) ِ تٌسی هی گیزز، قزار استفازُ هَرز (رگزسیَى زست  ًیش ذَض

ُ ّا  جسیس فضای اتؼاز .هی کٌس ًگاضت تؼسی-k فضای یک تِ را زاز
 تسیي تزتیة ،(b یا h) است آهسُ زست تِ تزچسة ّای ضاهل
.ضَین هَاجِ ّن اتؼاز افشایص تا هوکي

ِ ی اتؼاز کاّص زر• ُ ّا ّو  کِ حالی زر زارًس، هطارکت فزآیٌس زر زاز
ِ تٌسی زر .هی پذیزز صَرت هحلی صَرت تِ هطارکت ذَض

  یک اس هی تَاى پیص پززاسش ّایی چٌیي اس استفازُ صَرت زر•
ُ ّای هجوَػِ .تزز تْزُ آهَسش فزآیٌس زر تسٍى تزچسة زاز

ِ تٌسی زر ًْایت زر• :تَز ذَاّین هَاجِ تزکیة ّا اس تزکیثی تا زست

يادگيری ماشيه
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ِ هزاتثی ِ تٌسی سلسل ذَض

  تاسساسی ذغای کززى هیٌیون ّسف k-means زر•
.است

ِ تٌسی» زر•  تیي ضثاّت تٌْا ،«هزاتثی سلسلِ ذَض
ِ  ّا .هی ضَز گزفتِ ًظز زر ًوًَ

ِ ی تز افشٍى•   زر ًیش زیگزی هؼیارّای اقلیسسی فاصل
:هی ضًَس گزفتِ ًظز

يادگيری ماشيه
40

Hierarchical Clustering
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ِ هزاتثی ِ تٌسی سلسل ...(ازاهِ)ذَض

 ًوًَِ یک ضاهل ذَضِ ّز هی ضَز؛ آغاس کار ذَضِ N تا•
.هی تاضس

ِ ّا ی• .هی ضًَس ازغام ّن تا تکزار ّز زر ّن تِ ًشزیک ذَض
ُ ّای اًتراب تزای–  قزار استفازُ هَرز هؼیار سِ ًشزیک، گزٍ

:هی گیزز

 تاضس، زاضتِ ٍجَز ذَضِ یک تٌْا کِ سهاًی تا رًٍس ایي•
.هی یاتس ازاهِ
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Hierarchical Agglomerative Clustering(HAC)
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ِ هزاتثی ِ تٌسی سلسل ...(ازاهِ)ذَض
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Agglomerative Clustering

Dendrogram

Divisive Clustering

 آغاس کار ذَضِ یک اس هی ضَز؛ ػول ػکس صَرت تِ ضیَُ ایي زر
ِ ّا ٍ ضسُ ِ ّای تِ تکزار ّز زر ذَض  تا هی ضًَس تقسین کَچک تز ذَض

.تاضس ًوًَِ یک ضاهل ذَضِ ّز کِ سهاًی

ًوَزار زرذتی



هثال
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single-link clustering

CS 391L: Raymond J. Mooney



هثال
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complete-link clustering

CS 391L: Raymond J. Mooney



ِ ی هؼیارّای فاصلِ   هقایس
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single-link clustering

ُ ّای ٍ ًَیش تِ هؼیار ایي ِ ّای ٍ است حساس پزت زاز   ذَض
.هی کٌس ایجاز  «کطیسُ»

CAS CS 565, Data Mining, Boston Uinversity



ِ ی هؼیارّای فاصلِ   هقایس
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CAS CS 565, Data Mining, Boston Uinversity

ِ ّا تا قغز یکساى تَلیس هی کٌس ِ ّای تشرگ را هی ضکٌس، ذَض .ذَض
ِ ّای ِ ّای تا را کَچک ذَض .هی کٌس ازغام تشرک ذَض

complete-link clustering



ِ ّا اًتراب تؼساز ذَض

  هاًٌس هی ضَز، هطرص k ًیاس تِ تَجِ تا کارتززّا، تزذی زر•
color quantization

ُ ّا رسن ٍ PCA اس استفازُ•  ساذتار هی تَاًس تؼس زٍ زر زاز
ُ ّا  کوک k هٌاسة اًتراب ٍ کززُ هطرص حسی تا را زاز

.کٌس
(leader-cluster) افشایطی رٍش ّای اس استفازُ•
ِ تٌسی، اًجام اس تؼس کارتززّا تزذی زر•   زستی صَرت تِ ذَض

ِ ّا تَزى هٌاسة هی  تَاى  ػٌَاى تِ کزز؛ تزرسی را ذَض
ُ کاٍی کارتززّای تزذی زر هثال زاز

ِ تٌسی الگَریتن ًَع تِ تستِ•  هی تَاى استفازُ هَرز ذَض
 ایي تز ٍ کززُ رسن را k حسة تز تاسساسی ذغای ًوَزار
ِ ّا تؼساز هٌاسة هقسار اساس .یافت را ذَض

يادگيری ماشيه
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ِ ًظارتی یازگیزی ًیو

ُ ی تزچسة ذَرزُ  • ِ ی زاز ِ تٌسی تاًظارت، تْی زر زست
ِ ی تالای تحویل هی کٌس .  هؼوَلا ّشیٌ

ُ ّای تزچسة ًرَرزُ  • ِ ًظارتی، اس زاز زر یازگیزی ًیو
.تزای افشایص کارایی کوک گزفتِ هی ضَز

ُ ی هثال ػٌَاى تِ– ِ ًظارتی ضیَ  صَرت ایي تِ EM ًیو
ُ ّای کِ است  تا ًاظز تَسظ تزچسة ذَرزُ زاز

  ایي .هی کٌٌس ضزکت ترویي زر ذَز اصلی تزچسة ّای
  عی زر ضسُ سزُ ترویي تزچسة ّای تزذلاف تزچسة ّا

.ًوی کٌٌس تغییز EM فزآیٌس

يادگيری ماشيه
48

Semi-Supervised Learning
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clear all, clc;

X = [randn(100,2)+ones(100,2);...

randn(100,2)-ones(100,2)];

opts = statset('Display','iter');

[idx,ctrs] = kmeans(X,2,...

'Distance','city',...

'Replicates',5,...

'Options',opts);

plot(X(idx==1,1),X(idx==1,2),'r.','MarkerSize',12)

hold on

plot(X(idx==2,1),X(idx==2,2),'b.','MarkerSize',12)

plot(ctrs(:,1),ctrs(:,2),'kx',...

'MarkerSize',12,'LineWidth',2)

plot(ctrs(:,1),ctrs(:,2),'ko',...

'MarkerSize',12,'LineWidth',2)

legend('Cluster 1','Cluster 2','Centroids',...

'Location','NW')

Matlab
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Matlab
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clear all, close all, clc;

X=[1 2; 2.5 4.5; 2 2; 4 1.5; 4 2.5];

plot(X(:,1),X(:,2),'*');

axis([0 5 0 5]);

Y = pdist(X);

squareform(Y)

Z = linkage(Y)

figure;

dendrogram(Z)

T = cluster(Z,'maxclust',2)

Matlab


