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مزاياي كاهش ابعاد•
انتخاب خصيصه•
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تجزيه به مقادير تكين•
تغيير مقياس داده هاي چند بعدي•
تحليل تفكيك خطي•
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كاهش ابعاد
  عملكرد بهبود به منجر ابعاد افزايش نظري، لحاظ از•

  گونه اين  هميشه عمل در اما مي شود، دسته بندي
.نيست

  رگرسيون يا دسته بندي فرآيندي در مي رود انتظار•
  فرآيند و شود صرفنظر بي اهميت خصيصه هاي

  .نباشد نياز مورد جداگانه صورت به »ابعاد كاهش«
  توجه مورد زير دلايل به ابعاد كاهش وجود اين با

:مي گيرد قرار

يادگيری ماشين
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Curse  of dimensionality



...)ادامه(مزاياي كاهش ابعاد
.دارد بستگي داده ها )d( ابعاد و )N( تعداد به محاسبات حجم و مصرفي حافظه ي :»محاسبات حجم كاهش«•

محاسبات زمان–
نياز مورد حافظه ي–

غيرضروري داده هاي حذف :»داده جمع آوري در صرفه جويي«•
.مي باشند »مقاوم تر« باشد، كم حجم آموزشي داده هاي كه هنگامي ساده، مدل هاي :)robustness(»مقاوم بودن«•
.داشت خواهد وجود بهتري درك آن به مربوط فرآيند هاي و داده ها مورد در كم تر، خصيصه هاي تعداد با :»دانش استخراج«•
.مي شود داده  تشخيص بهتر غيرمعمول و پرت داده هاي مي شود، درك بهتر باشد، كم تر خصيصه ها تعداد كه هنگامي »داده ها ساختار«•
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خصيصه)استخراج– انتخاب(
:انتخاب خصيصه•

–K  خصيصه ي مهمتر)k<d (انتخاب مي شود.
الگوريتم هاي انتخاب زيرمجموعه–

:استخراج خصيصه•
–K خصيصه ي جديد، انتخاب مي شود.
بعدي- kبعدي به فضاي n‐نگاشت از فضاي –
روش هاي استخراج خصيصه نيز از ديدگاه هاي مختلفي  –

قابل طبقه بندي هستند، روش هاي خطي در برابر  
روش هاي غيرخطي و يا روش  هاي بي نظارت در برابر  

روش هاي بانظارت
يادگيری ماشين
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Feature Selection vs Extraction



انتخاب زيرمجموعه
  بهترين انتخاب هدف زيرمجموعه، انتخا ب در•

  و ابعاد كم ترين با زيرمجموعه اي زيرمجموعه،
.مي باشد نتيجه، درست ترين

– 2d ،مجوعه ي يك در زيرمجموعه d -دارد وجود عضوي.
:جلو به رو جستجوي•

 در Ø اوليه حالت در F خصيصه ها، مجموعه ي نخست، گام در–
.مي شود گرفته نظر

 افزوده خصيصه ها مجموعه ي به خصيصه بهترين گام هر در–
)كم تر )E(F)( خطاي ميزان( .مي شود

.كرد استفاده validation داده هاي از بايد خطا بررسي براي–

يادگيری ماشين
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Forward search

j = argmini E ( F ∪ xi ) 
Add xj to F  if E ( F ∪ xj ) < E ( F ) 



...)ادامه(انتخاب زيرمجموعه
:عقب به رو جستجوي•

 اوليه حالت در F خصيصه ها، مجموعه ي نخست، گام در–
.مي شود گرفته نظر در خصيصه ها تمامي

 خصيصه ها مجموعه ي از خصيصه بدترين گام هر در–
.مي شود حذف

  روش است، زياد خصيصه ها تعداد كه هنگامي•
.مي شود داده ترجيح جلو به رو جستجوي

  اطلاعات تنهايي به خصيصه يك كه كاربردهايي در•
  مانند(.نيست مفيد خصيصه انتخاب ندارد، مفيدي

)چهره تشخيص
يادگيری ماشين
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Backward search



مثال
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Iris data: Single feature

Iris setosa Iris versicolor Iris virginica
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Iris data: Add one more feature to F4



تحليل مؤلفه هاي اصلي
  بعدي- k فضاي به بعدي- d داده ي نگاشت هدف•

 رخ اتلاف ميزان كم ترين كه گونه اي به ،)k<d( است
.دهد

:w راستاي در x نگاشت–
z = wTx

  Var(z) كه مي شود انتخاب گونه  اي به راستا اين•
  آن امتداد در داده كه راستايي شود، ماكزيمم
 .باشد داشته را تغييرات بيشترين

.شود آشكارتر نمونه ها تفاوت مي شود، باعث مساله اين–
.است »بي نظارت« صورت به بعد كاهش شيوه ي اين•

يادگيری ماشين
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Principal Components Analysis



...)ادامه(تحليل مؤلفه هاي اصلي

:پراكندگي داده ماكزيمم مي شود، wدر راستاي •
Var(z) = Var(wTx) = E[(wTx – wTμ)2] 

= E[(wTx – wTμ)(wTx – wTμ)]
= E[wT(x – μ)(x – μ)Tw]
= wT E[(x – μ)(x –μ)T]w = wT ∑w

where Cov(x)= ∑

:براي يافتن پاسخ يكتا، بايد شرط زير نيز برقرار باشددر اين حالت تنها راستا است كه اهميت دارد، در نتيجه •
||w||=1

يادگيری ماشين
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...)ادامه(تحليل مؤلفه هاي اصلي

در نتيجه براي اولين مؤلفه ي اساسي رابطه ي زير به  •
:دست مي آيد

و برابر صفر قرار دادن   w1با مشتق گرفتن نسبت به •
آن

در نتيجه•

از طرفي                       ،  در واقع واريانس در راستاي  •
w1 برابر مقدار ويژه ي متناظر با آن است.

يادگيری ماشين
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( )11111
1

−−Σ wwww
w

TT αmax

022 11 =−Σ ww α

11 ww α=Σ
مي باشد Σيكي از بردارهاي ويژه ي ماتريس  w1در نتيجه 

α=Σ 11 wwT

، برابر بردار ويژه ي ماتريس كواريانس با مؤلفه ي اصلياولين  
.بيشترين مقدار ويژه است



...)ادامه(تحليل مؤلفه هاي اصلي

  شرايط بر علاوه اصلي، مؤلفه ي دومين يافتن براي•
  هم اساسي مؤلفه ي اولين راستاي بر بايد پيش
  شده نگاشت داده هاي حالت اين در باشد، عمود

.بود خواهند )uncorrelated( »ناهمبسته«
  بايد ،)w2(اصلي مؤلفه ي دومين يافتن براي•

Var(z2) بودن متعامد به مشروط شود، ماكزيمم  
w2||=1||   و اصلي مؤلفه ي اولين  بر
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...)ادامه(تحليل مؤلفه هاي اصلي

:پس از مشتق گرفتن خواهيم داشت•
با ضرب در  •

يادگيری ماشين
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( ) ( )01 122222
2

−−−−Σ wwwwww
w
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022 122 =−−Σ www βα

02 112121 =−−Σ wwwwww TTT βα

T
1w

01121 =−Σ wwww TT β 01211221 ==Σ=Σ wwwwww TTT λ

0=β

22 ww α=Σ

، برابر بردار ويژه ي ماتريس مؤلفه ي اصليدومين  
كواريانس با بيشترين مقدار ويژه  در رده ي دوم  

است، به همين ترتيب ساير مقادير ويژه به  
.دست مي آيند

021 =wwT



...)ادامه(تحليل مؤلفه هاي اصلي

z = WT(x – m)
، بردارهاي ويژه ي ماتريس كواريانس  Wستون هاي •

.هستند
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...)ادامه(تحليل مؤلفه هاي اصلي
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Haykin, S. Neural Networks: A Comprehensive Foundation,



...)ادامه(تحليل مؤلفه هاي اصلي
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http://www.public.asu.edu/~jye02/



...)ادامه(تحليل مؤلفه هاي اصلي
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http://www.public.asu.edu/~jye02/



...)ادامه(تحليل مؤلفه هاي اصلي
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http://www.public.asu.edu/~jye02/



...)ادامه(تحليل مؤلفه هاي اصلي

  نگاه مساله اين به مي توان نيز ديگري زاويه ي از•
  كه است تبديلي ماتريس يافتن هدف كرد؛

  فضاي در كه كند نگاشت گونه  اي به را داده هاي
.باشند »ناهمبسته« جديد

•Cd×d بردارهاي ستون هايش كه است ماتريسي  
:است كواريانس ماتريس ويژه ي
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xWz T= ( ) D'z =Cov ماتريس قطري

ICC =T

TSCCS =

ادامه



...)ادامه(تحليل مؤلفه هاي اصلي
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TSCCS =
[ ] T

d CS ccc ,,, 21 …=

[ ] T
d CScScSc ,,, 21 …=

[ ] T
dd Cccc λλλ ,,, 2211 …=

T
ddd

TT cccccc λλλ +++= …222111

TCDC= ماتريس قطري كه عناصر روي قطر اصلي 
.مقادير ويژه ي ماتريس كواريانس هستند

Spectral decomposition

DSCC =T ( ) SWWzxWz TT == Cov      ,

CW = ( ) Dz =Cov



كاهش بعد
  نتيجه مي توان باشد، كوچك |S| كه صورتي در•

  نتيجه در .هستند كوچك ويژه، مقادير برخي گرفت
  آن با متناظر ويژه  ي بردار راستاي در داده ها

.است كردن صرفنظر قابل و دارد كمي واريانس
 با مي شوند، انتخاب پرارزش مؤلفه ي K حالت اين در–

 مرتب صعودي صورت به ويژه مقادير كه آن فرض
 .باشند شده

 معمولاً صوت، يا تصوير پردازش نظير كاربردهاي در–
.است توجه قابل ابعاد كاهش
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21Proportion of Variance (PoV)

PoV>0.9
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Scree graph

Proportion of Variance (PoV)

نمايش واريانس برحسب تعداد بردارهاي ويژه
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Visual analysis

eigendigits

در صورتي كه سه بعد نخست، حاوي بخش عمده اي از واريانس باشند، 
.بهره برد »بررسي ديداري«مي توان داده ها از آن ها براي 



چند نكته
  بردارهاي مي توان ،PoV گرفتن نظر در بر علاوه•

  يك از آن متناظر ويژه ي مقدار كه ويژه اي
 )واريانس ميانگين مثال عنوان به( حدآستانه

.نمود حذف را است كم تر
  تغييرات مختلف ابعاد در واريانس كه صورتي در•

  بر همبستگي مقدار از بيش باشند، داشته زيادي
.بود خواهد اثرگذار اصلي مؤلفه ي روي

 ويژه ي مقادير و بردارها از مي توان شرايط اين در–
.كرد استفاده )R( »همبستگي ماتريس«

يادگيری ماشين
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چند نكته
•PCA ، است حساس شدت به نويز به نسبت.

 فاصله ي از استفاده با پرت داده هاي حذف ساده روش يك–
Mahalanobis كواريانس ماتريس محاسبه ي از پيش 

.است
 را خطا ميزان كم ترين PCA متعامد، بردارهاي تمام ميان در•

.دارد
Karhunen‐Loève  در• expansion، يك كلاس هر براي 

.مي شود گرفته نظر در جداگانه كواريانس ماتريس
common در• principal components كلاس ها همه ي براي  

  اين با مي شود، گرفته نظر در يكساني اساسي مؤلفه هاي
.مي شود گرفته نظر در متفاوت ابعاد واريانس كه تفاوت

يادگيری ماشين
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Reconstruction error ∑ −
t

tt xx̂

T
iiS CCD=



در شناسايي چهره PCAكاربرد

يادگيری ماشين
27

ORLپايگاه داده ي 

ميانگين چهره ها
M. Turk, A. Pentland, "Eigenfaces for Recognition", Journal of 

Cognitive Neuroscience, vol. 3, no. 1, pp. 71-86, 1991.



...)ادامه(در شناسايي چهره PCAكاربرد
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Eigenfaces



...)ادامه(در شناسايي چهره PCAكاربرد
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)103+1.9



تشخيص چهره

يادگيری ماشين
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xx −ˆ



.است        صورت به داده ها ماتريس•
  در مي باشد،            خصيصه ها كواريانس ماتريس•

نتيجه
X در طرفين ضرب با•

  ويژه ي مقدار با ويژه ي بردار Xwi نتيجه در•
λi است.

  نشان را نمونه ها دوبه دو شباهت ماتريس اين•
.مي دهد

يادگيری ماشين
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dN×X

dd
T

×XX

( ) iii
T wwXX λ=

( ) ii
T XwXwXX λ=

T
NN×XX

Feature Embedding



  در نمونه ها مختصات ويژه، بردار حالت اين در•
.مي دهد نشان را wi راستاي

,min(d حداكثر ماتريس رتبه ي مي شود، ثابت• N)  
  .مي باشد

  256×256 تصوير چهل حاوي داده پايگاه يك براي•
 65536×65536 خصيصه ها كواريانس ماتريس–

.بود خواهد
  40×40 نمونه ها كواريانس ماتريس كه حالي در–

.مي باشد
يادگيری ماشين
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Feature Embedding

( ) ii
T XwXwXX λ=



تحليل عاملي
  يك كه مي كنيم فرض »عاملي تحليل« در•

 كه )z( دارد وجود »مخفي عامل« مجموعه ي
.مي سازد را )x( متغيرها آن ها تركيب

xi – µi = vi1z1 + vi2z2 + ... + vikzk + εi

E[ zj ]=0, Var(zj)=1, Cov(zi ,, zj)=0, i ≠ j , 

E[ εi ]= ψi, Cov(εi , εj) =0, i ≠ j, Cov(εi , zj) =0 ,

يادگيری ماشين
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Factor Analysis

latent factors

noise sourcesfactor loadings



...)ادامه(تحليل عاملي
 مجموعه كه مي شود فرض طور اين واقع در•

  و دارند يكديگر با بالايي همبستگي كه متغيرهايي
  است، پايين متغيرها ساير با آن ها همبستگي

  تحليل از استفاده با .هستند مشتركي عوامل داراي
  »خوشه بندي« بدين ترتيب متغيرها عاملي

.مي شوند

.است »بي نظارت« ،PCA مانند عاملي تحليل•

يادگيری ماشين
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Factor clusters
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• PCA From x to z z = WT(x – µ)

• FA From z to x  x – µ = Vz + ε

x z

z x

PCA vs FA



...)ادامه(تحليل عاملي
  تغيير چرخش، از پس عوامل عاملي، تحليل در•

.مي سازند را متغيرها انتقال و مقياس

يادگيری ماشين
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...)ادامه(تحليل عاملي
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...)ادامه(تحليل عاملي
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( ) ( )εVzx +==Σ CovCov

( ) ( )εVz CovCov +=

( ) ψVzV += TCov

ψVV += T

( ) Iz =Cov

با فرض داشتن دو عامل
( ) 2212211121,Cov vvvvxx +=

 معناست اين به باشد، بالا متغير دو كواريانس كه صورتي در•
 نتيجه در و هستند مرتبط هم به مشترك عامل يك طريق از كه

  .بود خواهد بالا عامل آن به مربوط ضريب دو هر براي
:داريم همچنين•

( ) ( ) ( ) 12212221221 zVar,Cov,Cov vvzzvzx ===

ماتريس قطري

( ) Vzx =,Cov
loadingهمبستگي متغيرها با فاكتورها را نشان مي دهند  ،

ALVIN C. RENCHER



...)ادامه(تحليل عاملي
با در اختيار داشتن تخمين ماتريس كواريانس•

:صرفنظر كنيم Ψدر صورتي كه از •

Sبا تجزيه ي طيفي •

در نتيجه•

Ψiو مقادير  •

يادگيری ماشين
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ψVVS += T

TVVS =

( )( )TTT 21212121 CDCDCDCDCDCS ===

21CDV =

∑
=

−=
k

j
ijii vs

1

22ψ ( )     v ...   v  vx iikiii ψ++++= 22
2

2
1Var

Principal Component Method



...)ادامه(تحليل عاملي
 )T مانند(متعامد ماتريس يك در V كه صورتي در•

)TTT=I(:شود ضرب

  دست به حل كه مي شود مشاهده بدين ترتيب•
.نيست يكتا آمده

  تغيير را مبدا از فاصله متعامد ماترس يك در ضرب–
.مي شود محورها چرخش باعث تنها .نمي دهد

 فاكتورها مناسب ترين كار اين با مي توان بدين ترتيب–
.يافت را

يادگيری ماشين
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( )( ) SVVVVTTVV === TTTTTT



كاهش بعد با استفاده از تحليل عوامل

نمونه Nبراي همه  •

شبيه مسأله ي رگرسيون خطي چند متغيره با چند خروجي •

يادگيری ماشين
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رگرسيون چندمتغيره ي خطي
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 تك جمله اي چند رگرسيون براي كه است مدلي به شبيه مدل اين
.داشتيم متغيره

x1=x, x2=x2, x3=x3, …. xk=xk

 صورت به مي توانيم نيز متغيره چند و چندجمله اي رگيرسيون براي
:كنيم عمل مشابه

z1=x1, z2=x2, z3=x1
2, z4=x2

2, z5=x1x2

multivariate polynomial regression

( ) rw TT DDD 1−
=

( ) rA TT DDD == y      



تجزيه ي مقدارهاي تكين
  تجزيه ماتريس سه به ماتريس يك ،SVD از استفاده با•

:مي شود

•V ويژه ي بردارهاي شامل XXT ،مي باشد W شامل  
  عنصر k در را ويژه مقادير A و است XTX ويژه ي بردارهاي
.دارد خود قطري

يادگيری ماشين
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Singular Value Decomposition

T
dddNNNdN ×××× = WAVX

( )( ) TTTTTTTT VEVVWAVAWVAWVAWXX ===

( ) ( ) TTTTTTTT WDWVAWVWAVAWVAWXX ===

TAAE = AAD T=



تجزيه ي مقدارهاي تكين
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T
dddNNNdN ×××× = WAVX
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T
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در اين شيوه  هدف كاهش ابعاد به نحوي است كه •
.حفظ شود فاصله ي بين نمونه هاحتي المقدور 

:در صورتي كه داشته باشيم–

كاهش بعد به نحوي صورت پذيرد كه  –
:به طور كلي اين كار به دو صورت انجام مي پذيرد–

– Metric MDS
– Nonmetric MDS

يادگيری ماشين
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MULTIDIMENSIONAL SCALING

ijd

ijδ

بعدي-dدر فضاي اصلي؛ jو  iفاصله ي بين نمونه ي 

)K<d(بعدي -kپس از كاهش بعد؛ 

ijij d≅δ
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Classical Solution(Principal coordinate analysis)
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rو  sفاصله ي بين دو نمونه ي 

:ماتريس فاصله ها به صورت روبرو تعريف مي شود
:با بازنويسي روبط خواهيم داشت

:به صورت زير تعريف مي شود Bماتريس 

):بدون لطمه به كليت(قيدي براي مساله در نظر گرفته مي شود
ادامه
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Classical Solution(Principal coordinate analysis)

rsssrrrs bbbd 22 −+=
:به صورت زير تعريف شود Tدر صورتي كه 

:خواهيم داشت
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Classical Solution(Principal coordinate analysis)

نمايش به صورت ماتريسي
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:در نتيجه خواهيم داشت

:را به گونه اي يافت كه Zدر صورتي كه بتوان 
T

NkkN ××= ZZB

!مي توان گفت كه مساله  حل شده است
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( )( )TT CCCC 2121 ΛΛ=Λ=B

( )( )TCC 2121 ΛΛ=

( )21Λ= CZ ( )21
kNNNCZ ×× Λ=

Classical Solution(Principal coordinate analysis)

Zبا تجزيه ي طيفي ماتريس 

T
NkkN ××= ZZB

:باشد kبرابر با  Zدر صورتي كه رتبه ي ماتريس 

 ماتريس رتبه ي كه صورتي در شده اند،  نگاشت بعدي-k فضاي به داده ها
 مناسب تقريب كم تر ويژه ي مقادير با متناظر ابعاد حذف با باشد، بيشتر

.آمد خواهد دست به



مثال
:فاصله ي اقليدسي پنج نمونه به صورت زير است•

در اين صورت•
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Rencher, A. C. (2003). Methods of Multivariate Analysis, Wiley.
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Map from CIA – The World Factbook: http://www.cia.gov/

Map of Europe by MDS

به صورت كلي مي توان به اين مساله به صورت 
= z: رگرسيون نگاه كرد g (x | θ )

.و از شيوه هاي غيرخطي بهره جست



تحليل تفكيك خطي
براي دسته بندي مناسب است؟ PCAآيا •

راستاي نگاشت بر اساس واريانس،–
.انتخاب مي شود 

در اين ميان ممكن است اطلاعات دسته ها از–
.بين بروند

است و براي دسته بندي  »بانظارت«تحليل تفكيك خطي، •
.به كار مي رود

است كه بين هدف آن كاهش بعد همراه با حفظ اطلاعاتي–
.دسته ها تمايز قائل مي شود

يادگيری ماشين
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Fisher Linear Discriminant Analysis

Ronald Aylmer Fisher

در اين راستا دو كلاس  
همپوشاني دارند

در اين راستا دو كلاس 
بدون خطا طبقه بندي 

مي شوند

http://www.public.asu.edu/~jye02/

دسته بندي دو كلاسه



كاهش ابعاد براي دسته بندي
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Between-class distance Within-class distance

براي انتخاب راستاي مناسب براي نگاشت، بايد اطلاعات 
.دسته ها نيز  در نظر گرفته شود

http://www.public.asu.edu/~jye02/

دسته بندي دو كلاسه



...)ادامه(تحليل تفكيك خطي
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 مي شود انجام گونه اي به نگاشت ،LDA در
  و شده حداكثر كلاس دو بين فاصله ي كه

  كلاس يك به متعلق نمونه هاي فاصله ي
.گردد مينيم
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...)ادامه(تحليل تفكيك خطي

:هدف ماكزيميم كردن رابطه ي زير است•

:با مشتق گرفتن•
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جداساز خطي: يادآوري
بدين ترتيب، بر اي كلاس  

جداساز بهينه    LDAنرمال، 
.است

دسته بندي دو كلاسه



دسته بندي براي بيش از دو كلاس
 براي باشد، دو از بيشتر كلاس ها تعداد كه زماني•

  مورد نگاشت براي Wd×k ماتريس ابعاد كاهش
:مي گيرد قرار استفاده

  ماتريس هاي WTSWW و WTSBW نگاشت،  از پس•
  »درون دسته ها« و »بين دسته ها« داده پراكندگي
  .بود خواهند
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دسته بندي براي بيش از دو كلاس
  زير، عبارت شدن بيشنيه صورت در نتيجه در•

.مي شود انجام شكل بهترين به دسته بندي
  كه است معياري دترمينان كواريانس، ماتريس براي–

.مي دهد نشان را داده پراكندگي

  بزرگ ترين با متناظر ويژه بردارهاي پاسخ، حالت اين در–
.بود خواهد SW-1SB  ماتريس ويژه ي مقادير
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مثال
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PCALDA
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PCA vs LDA



LDAكاربردهاي 

• Face recognition

– Belhumeour et al., PAMI’97

• Image retrieval

– Swets and Weng, PAMI’96

• Gene expression data analysis

– Dudoit et al., JASA’02; Ye et al., TCBB’04

• Protein expression data analysis

• Lilien et al., Comp. Bio.’03

• Text mining

– Park et al., SIMAX’03; Ye et al., PAMI’04

• Medical image analysis

– Dundar, SDM’05

يادگيری ماشين
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روش هاي غيرخطي
استفاده  » geodesic distance«در اين شيوه از •

.مي شود
براي نقاط نزديك، فاصله ي اقليدسي به عنوان تقريب –

.مورد استفاده قرار مي گيرد

براي نقاط دورتر، مجموع فواصل نقاط همسايه مورد –
.استفاده قرار مي گيرد

، مي توان تقريبي از فاصله ي   با تشكيل گراف فاصله ها–
.به دست آورد »خمينه«نقاط روي يك 

يادگيری ماشين
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Isomap

r s ε− ≤x x



براي كاهش   MDSپس از محاسبه ي فواصل مي توان از •
.ابعاد استفاده كرد

با افزايش نقاط، ضمن افزايش دقت، پيچيديگي •
محاسباتي نيز افزايش مي يابد، در اين شرايط مي توان به  

.استفاده كرد» نقاط برجسته«جاي همه ي 
يكي از مشكلات اين روش اين است كه با افزودن نقاط  •

.جديد، الگوريتم بايد از نو اجرا شود
يادگيری ماشين
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Isomap



65
Matlab source from http://web.mit.edu/cocosci/isomap/isomap.html

Isomap
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