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فهرستمطالب

(SVM)ماشینبردارپشتیبان•
تاریخچه–
معرفی–
(Hard Margin)دادههایجداییپذیرخطی–

•Soft Margin

مجموعههایجداییناپذیرخطی•
نگاشتبهفضاییباابعادبالا–
–Inner product kernel

•SVR

imbalancedمواجههبامجموعهدادههای•
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تاریخچه

Vladimir VapnikتوسطآقایSVMنسخهیاولیهی•

.ارائهشد
•VapnikباهمکاریخانمCorinna Cortesاستاندارد

پایهریزیکردهودر۱993رادرسالSVMکنونی
.منتشرنمودند۱995سال
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Cortes, C. and V. Vapnik (1995). "Support-vector networks." 

Machine Learning 20(3): 273-297.



معرفی

یکجداکنندهیخطیرامیتوانهمانندشکلزیر•
.درنظرگرفت

یادگیریماشین ۴

WTX + b = 0

WTX + b < 0

WTX + B > 0

F(X) = SIGN(WTX + b)

www.cs.utexas.edu/~mooney/cs391L/slides/svm.ppt



مرزبهینه

سوال•
کدامیکازمرزها،مرزیبهینهبرایجداسازیاست؟–
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www.cs.utexas.edu/~mooney/cs391L/slides/svm.ppt



مرزجداسازی

راجداسازیمرزبهترینگونهایبهمیخواهیم•
.آوریمبهدست
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رزفرضکنیمنزدیکتریننقطهبهم
هراجداسازیدرنظرگرفتهشدهوفاصل

rبنامیم.

r .استrهدفماکزیممنمودن

یکحاشیهمشخصمیکنیمهر
پهنتریرانتیجهمرزیکهحاشیهی

.استبهتردهد،

Margin of separation



مرزبهینه
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حاشیهیماکزیمم

خوبیایدهی(Margin)حاشیهنمودنماکزیمم•
یاLSVMراشیوهاینخطی،جداسازیجهتاست

Linear SVMمینامند.
حاشیهمرزرویبهکهنمونههاییحالتایندر•

.برخوردارندویژهایاهمیتازهستند،
کردرصرفنظدیگرنمونههایازمیتوانبدینوسیله•

.پرداختحاشیهمرزرویمهمنمونههایبهتنهاو
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بردارپشتیبان

«پشتیبانبردار»حاشیهمرزروینمونههایبه•
.میگویند
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نبردارهایپشتیبا

Support Vector

Optimal hyperplane



مرزجداسازی

:داشتیمجداسازیمرزمعادلهیبرای•

مشخصbopوWopتوسطبهینهمرزکنیمفرض•
.شود

نظردرراجداسازیمرزبهنقطهنزدیکتریناگر•
.بنامیم«r»رافاصلهگرفته،

هدف•
یادگیریماشین.استρ=2rهمانیافاصلهنمودنماکزیمم– ۱۰

0TW X b+ =

( , 1)i iX d = +

( , 1)i iX d = −

0T

iW X b+ 

0T

iW X b+ 



...(ادامه)مرزجداسازی

:تباشد،طبقشکلزیرخواهیمداشبردارپشتیبانXدرصورتیکه•

•ABدرجهتعمودبرمرزجداکننده
درنظرگرفتهشود،AB=rاگراندازهیبردار•

:خواهیمداشت
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A

B

Xp

pX X= +AB

X

op
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...(ادامه)مرزجداسازی

:داشتیم•
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...(ادامه)مرزجداسازی
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( ) opg X r W=

( )

op

g X
r

W
=

.استrهدفماکزیممنمودن

.کمینهگرددWدراینحالتتحتشرایطیمیباید

A

B

xp

X

( )

op

g X
r

W
=

اتفاصلهازمبدامختص

op

op

b

W
=

X=0

استایننشاندهندهیbopمثبتیامنفیبودن
0.استکدامسمتخطمرزیمبدأدرکه Wopb

( ) T

op opg X W X b= +



...(ادامه)مرزجداسازی

:میگیریمنظردرزیرصورتبهراخطیجداساز•

اربرقرآموزشیالگوهایتمامیبرایبالارابطهی•
.است

پشتیبانبردارهایبراینتیجهدرو•
یادگیریماشین

۱۴

1      1T

op i op iW X b for d+  = +

1      1T

op i op iW X b for d+  − = −

( , 1)iX +

( , 1)iX −

:مبه صورت کلی داری
( ) 1 T

i op i opd W X b+ 

( ) 1s T s

op opg X W X b= + = 

استbopو Wopمساله یافتن 



...(ادامه)مرزجداسازی

:مرزدرنتیجهفاصلهیدوبردارپشتیباندردوطرف•
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( ) 1s T s
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جداییپذیرخطی
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X-

x+
ρ=Margin Width

:میدانیم
• W . X+ + b = +1 

• W . X- + b = -1 

• W . (X+-X-) = 2 

( ) 2X X W

W W


+ −− 
= =



جداییپذیرخطی

باتوجهبهدورابطهی•
میبایدمینیممWopبهایننتیجهمیرسیمکه•

.گردد
اینمسألهمعادلمینیممکردن•

–Φیکتابعمحدب(Convex Function)است.
الگویNطبقرابطهیبرای–

:طزیرمیبایدبرقرارباشدوآموزشیشر

یادگیریماشین ۱7

2
2

op

r
W




= =

( ) 1 T

i op opd W X b+ 

1
( )

2

TW W W =

( ) 1 T

i op i opd W X b+ 

[ ( ) 1] 0T

i op i opd W X b+ − 

صفر استتر یا مساویاین میزان بزرگ



خلاصه

یادگیریماشین ۱8

:وزنهاوبایاسرابهگونهایبیابیدکه

is maximized 

and for all (Xi, di), i=1..n :     di(W
TXi + b) ≥ 1

:وزنهاوبایاسرابهگونهایبیابیدکه

Φ(W) =1/2 ||W||2=1/2WTW is minimized 

and for all (Xi, di), i=1..n :    di (WTXi + b) ≥ 1

2

W
 =



یافتنبهینه

مسألهیاینحلبرای«لاگرانژضرایب»روشاز•
:میشوداستفادهبهینهسازی

رانظرموردقیداولیههدفتابعبهشیوهایندر–
.میکنیماضافه

رصفمساوییابزرگترهموارهکهاستعبارتیقید–
.است

قطهنبهینهنقطهکهدادنشانمیتوانسادگیبه•
:استرابطهاینزینی

یادگیریماشین ۱9
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Lagrange multiplier

داریمقیدیکنمونههرازایبه
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αiهای مرتبط استهای آموزشی خروجیها وابسته به ضرب داخلی  نمونه



یافتنبهینه

:خواهیمداشتKKTباتوجهبهشرط•

پشتیانبردارهایبامتناظرαiتنهانتیجهدر•
.بودخواهدغیرصفر
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0i = [ ( ) 1] 0T

i id W X b+ − 

0i  [ ( ) 1] 0T

i id W X b+ − =

Karush–Kuhn–Tucker(KKT) 
condition of optimization theory



یافتنرویهیبهینه

:خواهیمداشتαپسازبهدستآوردن•
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1

N

op i i i

i

W d X
=

=

support vectorsX X= 1T s

op opW X b+ = 

1 T s

op opb W X=  −



یافتنرویهیبهینه

Xiکهاستایننشاندهندهیصفر،مخالفαiهر

.استپشتیبانبرداریکمتناظرش
:استزیرهمانندجداکنندهتابعحالتایندر

:توجه
بضرمحاسبهبهوابستهبهینهسازیمسالهحل

.استآموزشینمونههایتمامیبینداخلی
یادگیریماشین 28

W =ΣαidiXi b= dk- WTXk for any Xk such that αk 0

g(X) = ΣαidiXi
TX + b

ضربداخلیدوبردار
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ξi

ξi

•SVMقراربررسیموردخطیجداییپذیردادههایبرای
.گرفت

جداسازیقابلیتآموزشدادههایمجموعهیاگرحال•
بهشد؟خواهدچهباشند،نداشتهراصفرخطایبداخطی
باکهاستجداییپذیرمسائلمورددرصحبتبهتربیان
.هستندهمراهنویز

Soft Margin



Hardمسألهی• Marginمسألهیحلبهتبدیلرا
Soft Marginمیشود.

صورتیدرمیشود،گفتهsoftجداسازیحاشیهی•
:شودنقضزیرشرطدادههابرخیبرایکه

Slack Variableبااضافهکردنیک•

.مسألهراباردیگربررسیمیکنیم
اینمتغیرمیزانانحرافازشرط•

.فوقرانشانمیدهد

یادگیریماشین 3۱

Soft Margin

( ) 1 T

i op opd W X b+ 

e7

e1

e2

( ) 1 ,      1, 2, ,  i

T

i op i opd W X b i N+  − =
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Soft Margin Classification 

:دوحالتممکناسترخدهد•
.دادهیدرکلاسدرستولیدرحاشیهقرارگیرد•
.دادهیآموزشیبهاشتباهدستهبندیشود•

( ) 1 ,      1, 2, ,  i

T

i op i opd W X b i N+  − =

0 1i  1i 



کهدهستنآنهاییپشتیبانبردارهایحالتایندر•
حتیمیکنند،صدقبالاعبارتدرتساویرابطهیدر
ξ>0وجودبا

شود،خارجمجموعهازنویزیدادههایکهصورتیدر–
.کردخواهدتغییرجداکنندهرویهی

بیشترینباجداکنندهرویهای»یافتنهدف•
نآدرنادرستدستهبندیخطایکهاست«حاشیه

:شودمینیمم
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Soft Margin Classification 

( ) 1 ,     1, 2, ,  i

T

i op opd b i N+  − =W X

( ) ( )
1

1
N

i

i

I 
=

 = − ( )
0 if 0

1 if 0
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یکتابعیچنینکردنکمینهکهاینبهتوجهبا•
ردهیدرواستnonconvexبهینهسازیمسألهی

NP-completeزیرتابعباراآنمیگیرد،قرار
:میزنیمتقریب

:استزیرعبارتکردنمینیممهدفکلدرو•

یادگیریماشین 3۴

( )
1

1
,

2

R
T

k

k

W W W C e
=

 = + 

Soft Margin Classification 

( )
1

N

i

i

 
=

 =

regularization parameter

به صفر Cکند، هرچه طا برقرار میاین پارامترنوعی مصالحه بین پیچیدگی ماشین و  خ
تر رنتیجه حاشیه بزرگتری دارد و دتر باشد به این معناست که خطا اهمیت کمنزدیک

.شودتر مینزدیکhard marginتر باشد، مساله به حالت و هرچه برزگ. شودمی



مثال
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Large value for C

Small value for C

Raschka, S., and V. Mirjalili. Python Machine Learning: Machine Learning and Deep Learning with Python, 

Scikit-Learn, and Tensorflow 2, 3rd Edition. Packt Publishing, 2019.



Soft Margin

:داشتیمHard Marginبرای•

:داریمSlack Variableبااضافهکردن•

یادگیریماشین 36

Find W and b such that

Φ(W) =½ WTW is minimized and for all {(Xi ,di)}

di (WTXi + b) ≥ 1

Find W and b such that

Φ(W) =½ WTW + CΣξi is minimized and for all {(Xi ,di)}

di (WTXi + b) ≥ 1- ξi and    ξi ≥ 0 for all i



یافتنرویهیبهینه

هکگونهایبهمیشودتعریفزیرلاگرانژرابطهی•
:دهدپوششرانیازمندیهاهمهی

نامنفیتاکهاستشدهاضافهرواینازآخربخش–
.کندتضمینراξبودن

:استزیرمسالهیحلمعادلبهینهسازیاینحل•

یادگیریماشین 37
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Soft Margin Classification 
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:در نهایت ضرایب لاگرانژ  از عبارت زیر  محاسبه خواهند شد

با در نظر گرفتن قیود زیر

1

sN

op i i i

i

W d X
=

=

:بقیه مراحل مانند حالت قبل خواهد بود



•QP فرآیندیافتنبردارx استبهگونهایکه
:بهشکلزیرکمینهشود2تابعدرجه

:وشروطزیربرقرارباشد•

یادگیریماشین ۴۰

Quadratic programming

1
min

2

T T

x
H c+x x x

.

A b

l u

Aeq beq



 

=

x

x

x

H(k1,k2)=d(k1)*d(k2)*X(:,k1)'*X(:,k2);

Aeq=d;

beq=0;

lb=zeros(n,1);

ub=C*ones(n,1);

alpha=quadprog(H,f,[],[],Aeq,beq,lb,ub)';

c=-ones(n,1);



مثال
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n = 20;

rand('seed',2);

X = 4* rand (2 ,n) ;

bt = -6; 

wt = [4 ; -1];

d = sign (wt (1) * X (1 ,:) + wt (2) * X (2 ,:) + bt) ;

x1min=min(X(1,:));

x1max=max(X(1,:));

x2min=min(X(2,:));

x2max=max(X(2,:));

figure;

axis([x1min x1max x2min x2max]);

plot (X (1 ,find (d ==1)) ,X (2 ,find (d ==1)) , ' or ') ;

hold on

plot (X( 1,find (d ==-1)) ,X(2, find (d ==-1)) , ' ob ') ;

Linet=@(x1,x2) wt(1)*x1+wt(2)*x2+bt;

ezplot(Linet,[x1min x1max x2min x2max]);

http://asi.insa-rouen.fr/enseignants/~scanu/Cours_SVM/TP1_Linear_SVM_Primal.pdf



...(ادامه)مثال
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...(ادامه)مثال

یادگیریماشین ۴3

C=10;

H=zeros(n,n);

for k1=1:n

for k2=1:n

H(k1,k2)=d(k1)*d(k2)*X(:,k1)'*X(:,k2);

end

end

f=-ones(n,1);

Aeq=d;

beq=0;

lb=zeros(n,1);

ub=C*ones(n,1);

alpha=quadprog(H,f,[],[],Aeq,beq,lb,ub)';

Svs=find(alpha> 1e-5);

w=0;

for k1=Svs

w=w+alpha(k1)*d(k1)*X(:,k1);

end 

b=mean(d(Svs)-w'*X(:,Svs));



...(ادامه)مثال

یادگیریماشین ۴۴

plot(X(1,Svs),X(2,Svs),'ko','MarkerSize',12);

Line=@(x1,x2) w(1)*x1+w(2)*x2+b;

LineA=@(x1,x2) w(1)*x1+w(2)*x2+b+1;

LineB=@(x1,x2) w(1)*x1+w(2)*x2+b-1;

handle=ezplot(Line,[x1min x1max x2min x2max]);

set(handle,'Color','k','LineWidth',2);

handleA=ezplot(LineA,[x1min x1max x2min x2max]);

set(handleA,'Color','k','LineWidth',1,'LineStyle','--');

handleB=ezplot(LineB,[x1min x1max x2min x2max]);

set(handleB,'Color','k','LineWidth',1,'LineStyle','--');
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SVMغیرخطی

دارند،خطیجداسازیقابلیتکهدادههاییبرای•
.استخوببسیارسیستمعملکرد

چگونهمسألهباشد،زیرصورتهایبهدادههااگر•
میشود؟حل

یادگیریماشین
۴6

0 x

0 x

0

x2

x

High Dimensionنگاشتبهیکفضای

www.cs.utexas.edu/~mooney/cs391L/slides/svm.ppt



نگاشتبهفضایبالاتر

ادابعبافضاییبهمیتواندورودیفضایهمواره•
.گرددنگاشتبالاتر

ینادرکهباشدصورتیبهمیتواندنگاشتاین•
داشتهجداسازیقابلیتورودیهاجدیدفضای
.باشند

یادگیریماشین ۴7

Φ:  X→ φ(X)

www.cs.utexas.edu/~mooney/cs391L/slides/svm.ppt



نگاشتبهفضایبالاتر

داشتیم•

نکاشتدیگریفضایبهورودیهاهنگامیکه•
:داشتخواهیمجدیدنگاشتبرایشوند،

استجداسازیرویهییافتنهدفحالتایندر•
:کهبهگونهای

یادگیریماشین ۴8

0TW X b+ =

11 2( ) [ ( ), ( ),........, ( )]T

mX X X X   =

1

1

( ) 0
m

j j

j

w X b
=

+ =

0 1

                    ( )                     

                   
m m

X X

R R

 Wخروجی



نگاشتبهفضایبالاتر

بافرض•
:خواهیمداشت•

یادگیریماشین ۴9

1

1

( ) 0
m

j j

j

w X b
=

+ =
0 ( ) 1=X

1

0

( ) 0
m

j j

j

w X
=

=

( ) 0TW X =

( ) [1, ( )]TX X = 

0 1 2 1[ , , ,..... ]T

mW b w w w w= =



نگاشتبهفضایبالاتر

برایکهقیودیوشروطتمامیمرحلهایندر•
بهتنهاداردوجودگرفتیمنظردرخطیجداسازی

:میشودگرفتهنظردرΦ(Xi)هاXiجای
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( ) 1 0
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j

d w X
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−  

 


1

. ( ( ))
N

opt i i i

i

W d X
=

= 
اسکالر m1×1

( ) 0T

opt =W X
1

. ( ) ( ) 0
N

T

i i i

i

d
=

  = X X
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1

. ( ) ( ) 0
N

T

i i i

i

d X X
=

  =

1

. ( , ) 0
N

i i i

i

d K X X
=

=

K(Xi,Xj)= φ(Xi)
Tφ(Xj)

( )
1 1 1

1
( , )

2

N N N

i i j i j i j

i i j

Q d d K X X  
= = =

= − 

دو بردار ، تابعی است که معادل ضرب داخلیkernelتابع  
.خصیصه است



x=[x1   x2]مثال
T;

K(xi,xj)=(1 + xi
Txj)

2
,

K(xi,xj)=(1 + xi
Txj)

2
,= 1+ xi1

2xj1
2 + 2 xi1xj1 xi2xj2+ xi2

2xj2
2 + 2xi1xj1 + 2xi2xj2

= [1  xi1
2  √2 xi1xi2  xi2

2  √2xi1  √2xi2]
T [1  xj1

2  √2 xj1xj2  xj2
2  √2xj1  √2xj2] 

= φ(xi)
Tφ(xj), 

 K(xi,xj)= φ(xi)
Tφ(xj):

where φ(X) = [1  x1
2  √2 x1x2  x2

2   √2x1  √2x2]
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K(X1, X1) K(X1, X2) K(X1, X3) … K(X1, Xn)

K(X2, X1) K(X2, X2) K(X2, X3) K(X2, Xn)

… … … … … 

K(Xn, X1) K(Xn, X2) K(Xn, X3) … K(Xn, Xn)

Mercer’s theorem:  
Every semi-positive definite symmetric function is a kernel
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( )
1 1 1

1
( , )

2

N N N

i i j i j i j

i i j

Q d d K X X  
= = =

= − 

1

0

0

N

i i

i

d

C





=

=

 



:هدف یافتن ضرایب لاگرانژ  بیشینه در عبارت زیر است

با در نظر گرفتن قیود زیر

kernel trick

گیر مناسب بدون این که درkernelدر صورت یافتن تابع  
جه شویم، تنها از نتی( نکبت ابعاد)مشکلات فضای با ابعاد بالا

.بریماین نگاشت بهره می

1 1 1

1
( ) ( ) ( )

2

N N N

i i j i j i j

i i j

Q d d X X  
= = =

= −   

( , )i jK X X 
, 1

( , )
N

N N i j i j
K K X X =

= ماتریسمتقارن

g(X) = ΣαidiK(Xi, X)
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( )1
p

T

i +x x

2

2

1
exp

2
i



 
− − 
 

x x

( )0 1tanh T

i +x x

( )

( )
2

1

1
1

2

n
i

i
i

=

−
−

+


x x

x x

( ),

1, 2, ,

ik

i N=

x x

polynomial

RBF

tanh

chi-squared kernel 



مثال
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clear all;

close all;

load fisheriris

data = [meas(:,1), meas(:,2)];

groups = ismember(species,'setosa');

[train, test] = crossvalind('holdOut',groups);

cp = classperf(groups);

svmStruct = 

svmtrain(data(train,:),groups(train),'showplot',true,'boxconstr

aint',1e6);

title(sprintf('Kernel Function: %s',...

func2str(svmStruct.KernelFunction)),...

'interpreter','none');

classes = svmclassify(svmStruct,data(test,:),'showplot',true);

classperf(cp,classes,test);

cp.CorrectRate
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clear all;

close all;

load fisheriris

data = [meas(:,1), meas(:,2)];

groups = ismember(species,'setosa');

[train, test] = crossvalind('holdOut',groups);

cp = classperf(groups);

svmStruct = svmtrain(data(train,:),groups(train),'showplot',true);

title(sprintf('Kernel Function: %s',...

func2str(svmStruct.KernelFunction)),...

'interpreter','none');

classes = svmclassify(svmStruct,data(test,:),'showplot',true);

classperf(cp,classes,test);

cp.CorrectRate

مثال
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مثال
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r = sqrt(rand(100,1)); % radius

t = 2*pi*rand(100,1); % angle

data1 = [r.*cos(t), r.*sin(t)]; % points 

r2 = sqrt(3*rand(100,1)+1); % radius

t2 = 2*pi*rand(100,1); % angle

data2 = [r2.*cos(t2), r2.*sin(t2)]; % points

plot(data1(:,1),data1(:,2),'r.')

plot(data2(:,1),data2(:,2),'b.')

axis equal

data3 = [data1;data2];

theclass = ones(200,1);

theclass(1:100) = -1;

cl = svmtrain(data3,theclass,'Kernel_Function','rbf',...

'boxconstraint',Inf,'showplot',true);

hold on

axis equal
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ساختکرنلهایجدید

براساسکرنلهایموجودبهسادگیمیتوان•
:کرنلهایجدیدساخت

ضربمعادلچنانچهاستکرنلیک(.,.)Kتابعهر–
.باشدنگاشتازحاصلبردارهایداخلی
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( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2, , ,              , 0K x y c K x y c K x y c c= + 

( ) ( ) ( )( )1 1 2 2,x c x c x  =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2. . .x y c x y c x y     = +



رگرسیون
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ε-sensitive(hing) Loss

( ) ( )( ) ( )( )ee −−−= 
=

||1
2

1
|

1

tt
N

t

tt xgrxgrE X

Yıldız, Olcay Taner, and Ethem Alpaydın. "Statistical Tests Using Hinge/Ε-Sensitive Loss." In 

Computer and Information Sciences Iii, 153-60: Springer, 2013.
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Support Vector regression(SVR)

( )T

i iW X b r e+ −  1
minimize

2

TW W →

http://www.saedsayad.com/support_vector_machine_reg.htm
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